EQUATIONS DIFFERENTIELLES


Objectifs :

•  Savoir ce qu'est une équation différentielle et ce que signifie être solution d'une équation différentielle donnée.
• Connaître la forme de la solution générale de deux types d'équations différentielles.
• Déterminer, à partir de la solution générale d'une équation différentielle, une solution particulière vérifiant des conditions initiales données.
A CTI VITE 1
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Exemples de situations aboutissant à des équations différentielles en électricité
1. On considère le circuit ci-contre :
On suppose le condensateur de capacité C préalablement chargé sous la tension u(t) = E (constante). À l'instant t = 0, on ferme l'interrupteur et on se propose de chercher l'évolution de u(t).
On rappelle les équations fondamentales de l'électricité :
u(t) = R i(t) et i (t) = - [image: image27.png]i(f)
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À partir des deux égalités précédentes, écrire une relation entre u(t) et [image: image2.wmf]d()
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Une telle relation, où intervient la fonction cherchée u et sa fonction dérivée est appelée équation différentielle du premier ordre.

[image: image26.png]


2. On considère le circuit ci-contre :
Le  condensateur est toujours  chargé  sous  la tension u(t} = E. 
À l'instant t = 0, on ferme l'interrupteur et on se propose de chercher l'évolution de u(t). On rappelle les équations fondamentales de l'électricité :
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À partir des deux égalités précédentes, écrire une relation entre u(t) et [image: image4.wmf]2
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Écrire cette relation sous la forme [image: image5.wmf]2
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, où  0 est une constante réelle  dont on précisera l'expression en fonction de L et C.
Une telle relation, où intervient la fonction cherchée u et sa fonction dérivée seconde est appelée équation différentielle du deuxième ordre. 
A CTI VITE 2 Equation différentielle du premier ordre
Soit f la fonction définie sur  par [image: image6.wmf]2
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1) Montrer que la fonction f est solution de l’équation (1) : [image: image7.wmf]1
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, où f est l’inconnue, et f ’ est la dérivée de f (on a ici f ’(x) = 2x).

Le premier membre de (1) est une expression reliant une fonction f et sa dérivée f ’ : une telle équation est une équation différentielle linéaire du premier ordre dans laquelle l’inconnue est la fonction f. Cette équation est dite sans second membre car celui-ci est égal à 0.

Il est d’usage de poser y = f (x) ; alors y’ = f ’(x) et l’équation (1) s’écrit : [image: image8.wmf]1
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2) Vérifier que la fonction g définie sur  par [image: image9.wmf]2
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, où C est une constante réelle quelconque, est aussi solution de l’équation (1).

Les fonctions g telles que [image: image10.wmf]2
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sont la solution générale de l’équation (1).

3) Parmi toutes les fonctions g définies sur  par [image: image11.wmf]2
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, une seule prend la valeur 3 lorsque x = 1. Laquelle ?

Parmi toutes les fonctions qui sont solutions de (1), une seule vérifie la condition g(1) = 3, c’est la fonction g telle que [image: image12.wmf]2
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Cette fonction est une solution particulière de l’équation (1).

A CTI VITE 3
Résolution de l'équation différentielle y' - ay = 0 (a ≠ 0) 
L'équation différentielle y' - ay = 0 traduit, par exemple, la loi de variation en fonction du temps de la tension aux bornes d'un condensateur ou celle de la variation de la température au cours du refroidissement d'un corps.
Soit les fonctions f définies sur  par y =f(x) = Ce3x , où C est une constante réelle quelconque. 
1.  Vérifier que les fonctions f sont solutions de l'équation différentielle : 
y' - 3y = 0        (2).

La dérivée de f est y' =f '(x)=3Ce3x. En remplaçant y et y' par leur expression dans (2), on obtient : …
L'égalité est vérifiée, la fonction f est solution de l'équation (2).
On montre que les fonctions de la forme Ce3x sont les seules solutions de l' équation (2).
La solution générale de l'équation différentielle y' - 3y = 0 est l'ensemble des fonctions définies par y =f (x) = Ce3x.
Recherche d'une solution particulière de l'équation (2).
2. Chercher une fonction h qui vérifie l’équation (2) et telle que h (0) = 2.

A CTI VITE 4
Refroidissement d'un corps
La vitesse de refroidissement dans l'air d'un corps à la température  (t)  est proportionnelle à la différence des températures du corps et de celle de l'air ambiant  f. Cette vitesse de refroidissement est donnée par la dérivée de la température par rapport au temps.
La proportionnalité s'exprime par : 
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(1).

Le coefficient k, constante positive, dépend de la nature du corps qui se refroidit et des unités choisies ; le signe « - » exprime la décroissance de  (t).
1. Écriture de l'équation différentielle
On pose 
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 y' =  ' = 
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 d'où y' = 
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D'après (1) :y' = - k y.
D'où l'équation différentielle : y' + k y = 0        (2).
2. Résolution de l'équation différentielle et recherche d'une solution particulière
a. Ecrire  la solution générale de l'équation différentielle (2).

La solution générale de l'équation différentielle (2) est : y = Ce-kt.
b. Pour t = 0, on pose 
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, température initiale du corps.

Montrer que la solution particulière correspondante est  
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(3).
La solution particulière correspondante est alors : y0 =
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Or y = 
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; on obtient 
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    (3).
3. Application numérique
Dans l'expression (3), l'unité de temps est l'heure ; avec k = 6, 
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Déterminer le temps au bout duquel la température atteindra 30 °C.
On a :
f(0) = Ce3x° = 2 avec e° = 1
D'où : C = 2
La solution particulière cherchée est f(x) = 2e3x.
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